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Найдена гарантированная ограниченная область распространения мето-
дов решения и анализа линейных систем управления на класс билиней-
ных систем. Разработаны новые достаточные условия BIBO устойчивости
билинейных систем. Полученные спектральные разложения решений по
спектру матрицы динамики линейной части, а также спектру и вычетам
изображений воздействий позволяют оценить их влияние на устойчивость
и динамические характеристики билинейной системы.
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1. Введение

Поддержка бесперебойной, стабильной работы энергосистемы является од-
ной из важнейших задач электроэнергетики. Потеря устойчивости энергоси-
стемы приводит к провалу напряжения и отключению электричества у по-
требителей энергии. В качестве одного из подходов для описания процес-
сов функционирования реальной энергосистемы является создание упрощен-
ной физической модели, состоящей из большого числа колебательных систем,
представляющих собой упруго связанные группы генераторов. Как правило,
колебательные подсистемы имеют различные резонансные частоты. В случае
возникновения резонанса определенных подсистем или отключения генерато-
ров, неустойчивые колебательные подсистемы начинают взаимодействовать,
что приводит к развитию неустойчивых процессов во всей энергосистеме.

Одним из эффективных методов анализа статической устойчивости энер-
госистем является метод грамианов. Анализ грамиана управляемости линей-
ной модели энергосистемы дает информацию о распределении мощности по
электрической сети, о влиянии отдельных групп генераторов и потребителей
на пропускную способность того или иного участка сети [1]. Оценка предель-
ных границ устойчивости основана на оценке энергии, накопленной в группе
слабоустойчивых режимов. Из физических соображений становится ясно, что
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рост этой энергии означает приближение энергосистемы к границе устойчи-
вости. Если известна передаточная функция ее линейной модели, то энергия
колебаний может быть оценена по квадрату H2-нормы передаточной функ-
ции, которая может быть вычислена путем решения уравнений Ляпунова и
вычисления энергетических функционалов [2–4]. Блэкаут является примером
тяжелой системной аварии в энергосистеме, степень угрозы которой можно
вычислить с помощью метода грамианов. Однако он основан на использова-
нии линеаризованной модели и не позволяет анализировать устойчивость при
коротких замыканиях на линиях, что требует учета факторов нелинейностей
модели.

Выбор билинейной модели энергосистемы позволяет учесть нелинейности
взаимодействий. Для такой модели вычисление H2-нормы оператора осно-
вано на разложении резольвенты матрицы динамики линейной системы на
простые дроби в комплексной области. Также существуют итерационные ал-
горитмы вычисления квадрата H2-нормы грамианов управляемости. Били-
нейные модели энергосистем используются для анализа статической устой-
чивости энергосистем [1, 5]. Для решения задачи анализа устойчивости [6, 7]
используется многомерное преобразование Лапласа. Первые попытки аль-
тернативного решения посредством метода грамианов для нелинейных мо-
делей динамических систем были связаны с научным направлением пониже-
ния размерности, а также вычислением кинетической и накопленной энергий.
В [8] был впервые разработан итеративный метод для вычисления квадра-
та H2-нормы для оператора билинейной системы. В работах [9–12] для син-
теза нелинейных систем управления использовались функциональные ряды
Вольтерра и многомерные передаточные функции. Метод грамианов исполь-
зуется для вычисления спектральных разложений грамианов управляемости,
наблюдаемости и кросс-грамианов по матрицам решений уравнений Ляпуно-
ва и Сильвестра для непрерывных и дискретных систем с простым и крат-
ным спектрами. В работе [13] предложен метод грамианов для расчета вирту-
альных энергетических балансов, основанный на спектральном разложении
квадрата H2-нормы для передаточной функции системы. Определены энер-
гетические показатели для аномалий энергетического баланса и получены их
выражения в терминах квадратичных комплекснозначных форм. Сравнение
абсолютных значений этих форм позволяет выявить аномалии баланса и, что
не менее важно, указать на конкретные устройства, вызывающие аномалии.
Для задач мониторинга устойчивости электроэнергетических систем эти ано-
малии определяют тяжесть угрозы неустойчивости и направление развития
возможной каскадной аварии. Для задач технической диагностики они опре-
деляют возможные деградационные отказы технических устройств [14].

Основной вклад работы можно определить как новый метод спектрально-
го разложения матричных рядов Вольтерра с целью вычисления функцио-
налов грамиана и энергии билинейной системы вычисление H2-нормы для
билинейной системы, основанный на разложении резольвенты матрицы ди-
намики линейной системы на простые дроби в комплексной области. Кроме
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того, разработаны итерационные алгоритмы вычисления квадрата H2-нормы
грамианов управляемости для непрерывной билинейной системы, основанные
на использовании прямого и обратного преобразования Лапласа на каждом
шаге итераций.

2. Постановка задачи

Рассматривается устойчивая непрерывная стационарная билинейная ди-
намическая MIMO система [19]

Σ2:











dx

dt
= Ax (t) +

m
∑

γ=1

Nγx (t)uγ (t) +Bu (t) ,

y (t) = Cx (t) ,

(2.1)

где x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm, y(t) ∈ Rm, uγ(t) – γ-я компонента u(t).

Для системы (2.1) определена линейная часть

Σ1:







dx

dt
= Ax (t) +Bu (t) ,

y (t) = Cx (t) .
(2.2)

Посредством матричного ряда Вольтерра задается выражение для грамиана
управляемости билинейной системы [1]

P1(t1) = eAt1B,

Pi(t1, . . . , ti) = eAti [N1Pi−1N2Pi−1 . . . NmPi−1] , i = 2, 3, . . . ,

P =

∞
∑

i=1

∞
∫

0

. . .

∞
∫

0

Pi(t1, . . . , ti)P
T
i (t1, . . . , ti)dt1 . . . dti.

(2.3)

Для системы (2.1) известно два представления обобщенного уравнения Ляпу-
нова (ОУЛ) через грамиан управляемости и наблюдаемости соответственно

AP + PAT +

m
∑

γ=1

NγPN
T
γ = −BBT,(2.4)

ATQ+QA+
m
∑

γ=1

NγQN
T
γ = −CTC.(2.5)

Лемма 1 [1]. Рассмотрим последовательность векторов {xi(t)} реше-

ний дифференциальных уравнений системы (2.1), в которой вектор управле-

ний задан на пространстве непрерывных вещественных векторов Um (I) на

конечном интервале I = (0, T ) с теми же начальными условиями, что и
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для линейной системы (2.2)

ẋ0 = Ax0 +Bu,(2.6)

ẋi = Axi +
m
∑

γ=1

Nγxi−1uγ +Bu, i = 1, 2, . . . ,(2.7)

xi (0) = x (0) , i = 1, 2, . . . .

Тогда для каждого вектора u (t) ∈ Up (I) последовательность векторов

{xi(t)} решений систем (2.6)–(2.7) сходится равномерно на I к решению би-

линейной системы (2.1) – {x(t)}.

Введем вектор невязки zi (t) = x (t)− xi (t), i = 1, 2, . . . .

Тогда справедливы равенства

zi (t) =

t
∫

0

eA(t−τ)
m
∑

γ=1

Nγzi−1(τ)uγ (τ) dτ, i = 1, 2, . . . .(2.8)

Положим нулевые начальные условия

xi (0) = x (0) = 0, zi (0) = 0, i = 1, 2, . . . .

В этом случае решение системы дифференциальных уравнений (2.6) примет
вид

x0 (t) =

t
∫

0

eA(t−τ)Bu (τ) dτ.(2.9)

Те ор ем а 1 [24]. Ряд Вольтерра (2.3) сходится на временном интерва-

ле [0, inf) для любого ограниченного входного сигнала, если выполняются сле-

дующие два условия:

1. Матрица A устойчива, т.е. Λ(A)⊂ C−.

2. Матрицы Nγ достаточно ограничены, т.е.
∑m

γ=1 ||Nγ || <
µ
cM , где две

константы µ > 0 и c > 0 такие, что

||eAt||2 6 ce−µt/2, t > 0.

В настоящей работе предлагается новый комплексный подход к построе-
нию решений zi (t) с целью разработать новые итеративные алгоритмы ре-
шений и конструктивные проверяемые критерии сходимости решений на по-
луинтервале [0,∞). Для решения поставленной задачи предлагается новая
методология построения решения:

1. На первой итерации выполнять EVD декомпозицию матрицы динамики
линейной части.
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2. Вычислять решение для элементов вектора на каждом шаге во времен-
ной и частотной области с помощью прямого и обратного преобразования
Лапласа на основе декомпозиции по спектру и агрегирования элементов век-
тора.

3. Формировать функциональные последовательности элементов вектора
состояния билинейной системы и строить интегральные неравенства для по-
строения их мажорант.

4. Получить критерии сходимости элементов решений на полуинтерва-
ле [0,∞) и на их основе выполнить анализ BIBO устойчивости билинейной
системы.

3. Основные результаты

В такой постановке примем, что матрица А устойчива и имеет простой
спектр, m = 1, а функция u (t) ограничена на полуинтервале [0,∞)

∞
∫

0

|u(τ)| dτ 6M > 0.(3.1)

Если все собственные числа sr матрицы А различны, то существует невы-
рожденное преобразование координат

x = Txd, z = Tzd, ˙zxd = Adzxd +Bdu, yd = Cdxd,

Ad = T−1AT, Bd = T−1B, Cd = CT, Qd = T−1BBTT−T,
(3.2)

или

Ad =
[

u1 u2 . . . un
]









s1 0 0 0
0 s2 0 0
. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . sn



















ν∗1
ν∗2
...
ν∗n











; TV = V T = I.

Где матрица T составлена из левых собственных векторов ui, а матрица
T−1 = V – из правых собственных векторов ν∗i , соответствующих собствен-
ному числу si.

Рассмотрим процесс последовательного построения решений zd(t).

Первый шаг. Во временной области решение определяется уравнени-
ем (2.9). Для элемента «ϕ» диагонализованной системы это уравнение имеет
вид

z
(1)
dϕ (t) =

t
∫

0

esϕ(t−τ)bϕu (τ) dτ, t ∈ [0,∞),

откуда c учетом условия sϕ ∈ С− следует неравенство
∣

∣

∣
z
(1)
dϕ (t)

∣

∣

∣
6 max

ϕ
|bϕ|M, ϕ = 1, 2, . . . , n, t ∈ [0,∞).
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Поскольку из (3.1) вытекает существование изображения u(s), в частотной
области точное решение имеет вид

z
(1)
dϕ (s) = (s− sϕ)

−1bϕu (s) .

Второй шаг. В соответствии с (2.8) решение во временной области имеет
вид

z
(2)
dϕ (t) =

t
∫

0

esϕ(t−τ)Nz
(1)
dϕ (τ) u (τ) dτ, ϕ = 1, 2, . . . , n, t ∈ [0,∞) .(3.3)

Изображение интеграла свертки (3.3) имеет форму

z
(2)
dϕ (s) = (s− sϕ)

−1L
[

Nz
(1)
dϕ (τ)u (τ)

]

.

Поскольку все собственные числа sϕ находятся в левой полуплоскости, спра-
ведливы неравенства

∣

∣

∣
esϕ(t−τ)

∣

∣

∣
< 1, τ ∈ [0,∞),

∣

∣

∣
z
(2)
dϕ (t)

∣

∣

∣
6

t
∫

0

∣

∣Nbϕu
2 (τ)

∣

∣dτ, ϕ = 1, 2, . . . , n, t ∈ [0,∞) .(3.4)

При выполнении условия (3.1) функция u (t) преобразуема по Лапласу. Пред-
положим, что ее изображение u (s) является рациональной алгебраической
дробью, имеющей «l» простых полюсов

u (s) =
A(s)

B(s)
=

A(s)
∏l
k=1 (s − sk)

.

Разложение этой функции на простые дроби с комплексными коэффициен-
тами имеет форму

u (s) =
l

∑

k=1

Ruk(s− sk)
−1, Ruk =

A(sk)

Ḃ(sk)
,

где Ruk – вычет функции u (s) в ее полюсе. На основании теоремы о перемно-
жении двух функций во временной области имеем

L
[

eTi Nz
(1)
dϕ (τ) u (τ)

]

=
n
∑

ϕ=1

l
∑

k=1

niϕbϕR
u
ku(s− sk),(3.5)

L−1
{

L
[

eTi Nz
(1)
dϕ (τ) u (τ)

]}

=
n
∑

ϕ=1

l
∑

k=1

niϕbϕR
u
ku(t)e

skt.(3.6)
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Из (3.6) с учетом устойчивости линейной части билинейной системы следует
неравенство

∣

∣

∣
L−1

{

L
[

eTi Nz
(1)
dϕ (τ) u (τ)

]}
∣

∣

∣
6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

ϕ=1

l
∑

k=1

niϕbϕR
u
k

∣

∣

∣

∣

∣

∣

|u (t)| , ∀ϕ, i; ∀t ∈ [0,∞).

C учетом последнего неравенства можно записать неравенство (3.4) в виде

∣

∣

∣
z
(2)
di (t)

∣

∣

∣
6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

ϕ=1

l
∑

k=1

niϕbϕR
u
k

∣

∣

∣

∣

∣

∣

t
∫

0

|u(τ)|dτ, ∀ϕ, i = 1, 2, . . . , n, t ∈ [0,∞).(3.7)

Третий шаг. В соответствии с общей формулой решение во временной об-
ласти имеет вид

z
(3)
dϕ (t) =

t
∫

0

esϕ(t−τ)Nz
(2)
dϕ (τ) u (τ) dτ, ∀ϕ,ϕ = 1, 2, . . . , n, t ∈ [0,∞) .(3.8)

Изображение интеграла свертки (3.8) принимает форму

z
(3)
dϕ (s) = (s− sϕ)

−1L
[

Nz
(2)
dϕ (τ)u (τ)

]

.

Поскольку все собственные числа sϕ находятся в левой полуплоскости, спра-
ведливы неравенства

∣

∣

∣
esϕ(t−τ)

∣

∣

∣
< 1, ∀t, τ ∈ [0,∞),

∣

∣

∣
z
(3 )
dϕ (t)

∣

∣

∣
6

t
∫

0

∣

∣Nbϕu
2 (τ)

∣

∣dτ, ∀ϕ,ϕ = 1, 2, . . . , n, t ∈ [0,∞) .(3.9)

На основании теоремы о перемножении двух функций во временной области
имеем

L
[

eTi Nz
(2)
dϕ (τ) u (τ)

]

=
n
∑

ϕ=1

l
∑

k=1

niϕbϕR
u
ku(s− sk),(3.10)

L−1
{

L
[

eTi Nz
(2)
dϕ (τ) u (τ)

]}

=
n
∑

ϕ=1

l
∑

k=1

niϕbϕR
u
ku(t)e

skt.(3.11)

Из (3.11) с учетом устойчивости линейной части билинейной системы следует
неравенство

∣

∣

∣
L−1

{

L
[

eTi Nz
(2)

dϕ (τ) u (τ)
]}∣

∣

∣
6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

ϕ=1

l
∑

k=1

niϕbϕR
u
k

∣

∣

∣

∣

∣

∣

|u (t)| , ∀ϕ, i; ∀t ∈ [0,∞).
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C учетом последнего неравенства можно записать неравенство (3.9) в виде

∣

∣

∣
z
(3)
dρ (t)

∣

∣

∣
6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

ψ=1

l
∑

k=1

nψϕR
u
k

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

ϕ=1

l
∑

k=1

nψϕbϕR
u
k

∣

∣

∣

∣

∣

∣

M,

∀ϕ, i = 1, 2, . . . , n, t ∈ [0,∞) ,

(3.12)

или
∣

∣

∣
z
(3)
dρ (t)

∣

∣

∣
6 nlmax

ψ,ϕ
|nψϕ|max

k
|Ruk |

∣

∣

∣
z
(2)
dρ (t)

∣

∣

∣
, t ∈ [0,∞) .

Докажем, что на всех последующих шагах j = 4, 5, . . . справедливы рекур-
рентные неравенства

∣

∣

∣
z
(j)
dρ (t)

∣

∣

∣
6 nlmax

ψ,ϕ
|nψϕ|max

k
|Ruk |

∣

∣

∣
z
(j−1)
dρ (t)

∣

∣

∣
, t ∈ [0,∞) .(3.13)

Применим метод математической индукции. Неравенство справедливо при
j = 3.

Предположим, что оно справедливо для шага j − 1

∣

∣

∣
z
(j−1)
dρ (t)

∣

∣

∣
6 nlmax

ψ,ϕ
|nψϕ|max

k
|Ruk |

∣

∣

∣
z
(j−2)
dρ (t)

∣

∣

∣
, t ∈ [0,∞) ,

∣

∣

∣
z
(j−2)
dρ (t)

∣

∣

∣
6

{

nlmax
ψ,ϕ

|nψϕ|max
k

|Ruk |

}j−3
∣

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

ϕ=1

l
∑

k=1

niϕbϕR
u
k

∣

∣

∣

∣

∣

∣

M.(3.14)

В соответствии с общим алгоритмом (2.5) имеем

z
(j)
dρ (t) =

t
∫

0

esρ(t−τ)Nz
(j−1)
dρ (τ)u (τ) dτ, ∀ϕ,ϕ = 1, 2, . . . , n, t ∈ [0,∞) .(3.15)

В силу предположения об устойчивости линейной части справедливо нера-
венство

∣

∣

∣
z
(j)
dρ (t)

∣

∣

∣
6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

t
∫

0

Nz
(j−1)
d (τ) u (τ) dτ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, ∀ϕ,ϕ = 1, 2, . . . , n, t ∈ [0,∞) .(3.16)

С другой стороны справедлива оценка

∣

∣

∣
L−1

{

L
[

eTρNz
(j−1)

d
(τ)u (τ)

]}
∣

∣

∣
6

6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

ϕ=1

l
∑

k=1

niϕR
u
kz

(j−1)
d u (t)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, ∀ϕ, i; ∀t ∈ [0,∞).
(3.17)
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Подставим в неравенство (3.16) неравенства (3.13) и (3.14) и учтем неравен-
ство (3.17). Таким образом мажоранта для функциональной последователь-

ности
{

z
(j)
dρ (t)

}

, j = 2, 3, . . . ,∞ имеет вид

∣

∣

∣
z
(j)
dρ (t)

∣

∣

∣
6

{

nlmax
ψ,ϕ

|nψϕ|max
k

|Ruk |

}j−1
∣

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

ϕ=1

l
∑

k=1

niϕbϕR
u
k

∣

∣

∣

∣

∣

∣

M, t ∈ [0,∞) .

4. Критерий BIBO устойчивости билинейной системы

Построим для последовательности z
j
d мажоранту в виде геометрической

прогрессии.

Первый член прогрессии

m1 = max
ϕ

|bϕ|M.

Член прогрессии с номером “j”

mj = max
ϕ

|bϕ|Mqj−1,

где q – знаменатель прогрессии

q = nlmax
ψ,ϕ

|nψϕ|max
k

|Ruk | .

Достаточное условие сходимости прогрессии

nlmax
ψ,ϕ

|nψϕ|max
k

|Ruk | < 1.(4.1)

Достаточное условие расходимости прогрессии

∃n, l, φ, ψ, k : nlmax
ψ,ϕ

|nψϕ|max
k

|Ruk | > 1.(4.2)

Условие (4.1) гарантирует сходимость всех числовых последовательностей
элементов матриц решения обобщенного уравнения Ляпунова на каждом ша-
ге в процессе итераций. Это означает, что при выполнении условия ограничен-
ности числа M и достаточного условия сходимости прогрессии ограниченный
вход обеспечивает ограниченный выход, что означает BIBO устойчивость би-
линейной системы. Аналогичное условие (4.2) означает, что найдется хотя
бы одна расходящаяся прогрессия на рассматриваемом конечном интервале,
которая позволяет построить итеративный процесс вычисления неограничен-
ного решения. Выполнение условия (4.2) приводит к BIBO неустойчивости
билинейной системы. В соответствии с признаком Вейерштрасса последова-
тельности частичных сумм mj сходятся равномерно и абсолютно. Заметим,
что полученные условия BIBO устойчивости билинейной системы в отли-
чие от достаточного критерия позволяют анализировать зависимость условия
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BIBO устойчивости билинейной системы не только от амплитуды входного
воздействия, но и от его спектра. В частности, эти условия включают оценки
модулей вычетов изображения функции входа в полюсах характеристическо-
го уравнения изображения.

Те ор ем а 2. Пусть дана непрерывная билинейная система (2.1) с мно-

гими входами и многими выходами, вещественными матрицами A, B, N

и линейной частью (2.2), определенной на числовой оси t ∈ [0,∞), гурвице-

вой матрицей A с простым спектром. Функции uγ(t) ограничены на интер-

вале [0,∞) и выполнены неравенства

∞
∫

0

|uγ(τ)| dτ 6Mγ > 0, γ = 1, 2, . . . ,m.

Также дана итеративная процедура построения решения системы (2.1) ви-

да (2.6)–(2.7) с нулевыми начальными условиями. И невырожденное преоб-

разование координат системы с матрицей Т (3.2).

Тогда на каждом шаге итерации справедливы спектральные разложения

ядер Вольтерра решения исходной и преобразованной систем во временной

и частотной области вида

z
(j)
dϕ (s) = (s− sϕ)

−1L
[

Nz
(j−1)
dϕ (τ)u (τ)

]

,

∣

∣

∣
z
(j)
dρ (t)

∣

∣

∣
6

{

nlmax
ψ,ϕ

|nψϕ|max
k

|Ruk |

}j−1
∣

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

ϕ=1

l
∑

k=1

niϕbϕR
u
k

∣

∣

∣

∣

∣

∣

M, t ∈ [0,∞) .

При выполнении условия (4.1) функциональные ряды сходятся к решению

абсолютно и равномерно.

5. Заключение

В работе предложены новые алгоритмы и методология построения спек-
трального итеративного решения непрерывного билинейного уравнения,
являющихся развитием подхода, предложенного в работе [24]. По срав-
нению с этими работами предложенный подход обладает следующими
преимуществами:

1. Полученные критерии сходимости числовых последовательностей эле-
ментов решения билинейного уравнения во временной и частотной области
определяют гарантированную ограниченную область распространения мето-
дов решения и анализа линейных систем управления на класс билинейных
систем для многих приложений.

2. Получены новые достаточные условия BIBO устойчивости билинейных
систем и предложен новый метод вычисления установившихся значений их
решений.
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3. Для построения и исследования решения вместо многомерного преоб-
разования Лапласа предложено использовать частотные методы, основанные
на прямом преобразовании Лапласа.

4. Полученные спектральные разложения решений по спектру матрицы
динамики линейной части, а также спектру и вычетам изображений воздей-
ствий, позволяют оценить их влияние на устойчивость и динамические ха-
рактеристики билинейной системы.

5. Для частного случая уравнений MIMO BTI непрерывных систем с воз-
действиями, изображения которых являются дробно-рациональными функ-
циями, сходящимися на конечном интервале, получены аналитические фор-
мулы итеративного построения решений.

Следует отметить ограничения предложенного подхода:

1. Линейная часть билинейной системы должна быть устойчивой, а ее мат-
рица динамики иметь простой спектр.

2. Исследование ограничено детерминированными воздействиями.

3. Полюса изображений воздействий должны находиться в левой полу-
плоскости комплексной плоскости.
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